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Density of States of Polaritons in Cubic and Uniaxial Crystals

The density of states of polaritons in cubic and uniaxial crystals is calculated. It is shown that
closed mathematical expressions for the density of states of polaritons may be given. For uniaxial
crystals the density of states of ordinary and extraordinary polaritons must be distinguished. With
respect to extraordinary polaritons four different cases are possible.

I. Einleitung

Unter einem Polariton versteht man nach Hop-
field! ein Polarisationsquant, das mit einem Licht-
quant gekoppelt ist. Ist das Polarisationsquant spe-
ziell ein (ultrarot-aktives langes optisches) Phonon,
so spricht man von einem Phonon-Polariton.

Die Zustandsdichte dieser Phonon-Polaritonen soll
im folgenden behandelt werden. Wenn wir dabei
kurz vor Polaritonen sprechen, so sollen damit im-
mer Phonon-Polaritonen gemeint sein. Wegen der
Eigenschaften der Phonon-Polaritonen im einzelnen
sei auf die Literatur verwiesen 274

Bisher lag das Schwergewicht des Interesses an
den Polaritonen auf den Eigenschaften der stationa-
ren Zustinde. In zunehmendem Mafle werden jedoch
auch Wechselwirkungsprozesse, bei denen Polarito-
nen erzeugt oder vernichtet werden, untersucht. Fiir
die quantitative Berechnung solcher Wechselwir-
kungsprozesse ist jedoch die Kenntnis der Zustands-
dichte der Polaritonen erforderlich.

Wir berechnen im folgenden die Zustandsdichte
in kubischen und einachsigen Kristallen. Bei den
einachsigen Kristallen hat man die Zustandsdichte
der ordentlichen und auBerordentlichen Polaritonen
zu unterscheiden. Bei den auflerordentlichen Polari-
tonen sind iiberdies vier wesentlich verschiedene
Frequenzbereiche zu unterscheiden, je nachdem, ob
a) ¢ (w) >0,¢(w) >0, b) &1 (w) <0, &1(w) >0,
c) &L (w)>0,¢(w) <0, d) &1 (w) <0, &(w) <O
gilt. Hierbei bedeuten &) (w) und ¢(w) die di-
elektrischen Funktionen senkrecht (L) und parallel
() zur optischen Achse.

Sonderdruckanforderungen an Prof. L. Merten, Physika-
lisches Institut der Universitédt, D-4400 Miinster (Westf.),
SchloBplatz 7.

Zur Berechnung der Zustandsdichte von Phono-
nen bendtigt man im allgemeinen numerische Ver-
fahren, da sich geschlossene Ausdriicke fiir die Zu-
standsdichte nicht angeben lassen. Wie im folgenden
jedoch gezeigt werden soll, liBt sich die Zustands-
dichte der Polaritonen durch geschlossene Aus-
driicke darstellen. Wir schlieBen uns dabei der all-
gemeinen Definition einer Zustandsdichte von Quasi-
Teilchen im Festkorper an (vgl. z. B.3, S.219,
und 8, S. 46) : Die Zustandsdichte Z(w) der Polari-
tonen ist die Zahl der Schwingungszustinde der
Polaritonen pro Einheitsfrequenzintervall, dividiert
durch die Gesamtzahl N (k,) der Zustinde in dem
betrachteten Bereich im k-Raum und dividiert durch
die Anzahl r der Dispersionskurven:

o +do
V
Z(w)dw=A4 (2::)?[(1% (1)
mit A=1/r N (ky) (1a)
und N(kg) = — 27 4 3 (1b)
- 2m3 3 ™ °

ky ist dabei der Betrag eines Grenzwellenvektors
K., der den Polariton-Bereich im k-Raum abgrenzt.
Auf seine genaue Bedeutung und Wahl werden wir
spiter noch eingehen. Fiihrt man dS, als Ober-
flichenelement auf den Flachen konstanter Frequenz
o ein, so laBt sich die Zustandsdichte auch in der
Form darstellen

V ds,
20) 4oy [ oany @

Die Zustandsdichte ist dabei so normiert, daf

(?'mZ(w) A1 (3)
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wobei w,, die Frequenz zum Grenzwellenvektor Kk,
auf dem obersten Polariton-Zweig (Lichtzweig) ist.

II. Zustandsdichte der Polaritonen in kubischen
Kristallen

In kubischen Kristallen sind die Polaritonen ent-
weder streng transversal oder streng longitudinal.
Die Dispersionsrelation fiir die transversalen Pola-
ritonen ist gegeben durch

n?=ckw?=¢c(w), (4 a)

wobei wir fur die dielektrische Funktion ¢(w) die
Darstellung nach Kurosawa? benutzen:

e(w) == ,H1 [(w,-‘)2—wﬂ/jf}[(w,-*)?—w?] . (4b)

Die Dispersionsrelation fiir die longitudinalen
Schwingungen wird dagegen gegeben durch

(5)

d. h. die Dispersionszweige sind horizontale Gera-
den. w;' sind dabei die Frequenzen der transver-
salen langen optischen Gitterschwingungen (Disper-
sionsfrequenzen), w;! die der longitudinalen Gitter-
schwingungen.

w=ol(j=1,2,...,n),

Die Frequenzen erfiillen die Anordnungsrelation
(6)

Da die Dispersionszweige der longitudinalen
Schwingungen nach Gl. (5) streng horizontal ver-
laufen, wird ihre Zustandsdichte durch d-Funktio-

nen beschrieben:

t 1 t 1
Wi <Wjq <0)jt<wjl<w:i+1 <Wjiq .

1 n
Zpl(w) = — 2 (v -0, (7)
r =1
wobei der Faktor 1/r wegen der Normierungsbedin-
gung nach Gl (3) hinzuzufiigen ist. r=3n+2 ist
dabei die Gesamtzahl der Polariton-Zweige.

Wir wenden uns nun der Zustandsdichte der
transversalen Polaritonen zu. Die Dispersionskur-
ven (k) der transversalen Schwingungen hingen
nach Gl (4) nur vom Betrage k, nicht von der
Richtung des Wellenvektors k ab. Daher sind die
Flichen (k) =const. Oberflichen von Kugeln im
k-Raum um den Ursprung mit dem Radius k. Da

nach Gl. (4)

1

ol e —okp@ | @
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wobei
L 1 1
=31
i=1

’@71)2 —a (0t)? — 2

R

folgt fiir die Zustandsdichte (2) der transversalen
Polaritonen (hier ist zunédchst nur ein Freiheitsgrad
beriicksichtigt) :

" _n+4l |4 1

ZP (0)) == (2 ﬂ)s |Vk(1) dew

_n+l 4 k 2

e 229 | w —wkD(w) {47 k> (9)
oder schlieBlich wegen k= (w/c) Ve(w)

t _ntl ¥V o?
il r 2n2 3

‘[e(@)1P[1-02D(w)]. (10)

Der Faktor (n+1)/r ist wieder wegen der Nor-
mierungsbedingung hinzuzufiigen.

In den Frequenzintervallen w,-°<co<wj1 wird
¢(w) nach Gl. (4b) negativ, d.h. Zp*(w) nach
(10) formal rein imagindr. Da zu negativem &(w)
jedoch keine reellen K-Vektoren gehoren, liegen in
diesen Intervallen keine Zustinde, d. h. in diesen
Intervallen ist zu setzen:

Zpt(w) =0. (11)

In den Intervallen
w jl << wjt+1

ist dagegen &(w) >0 und ebenfalls 1 —w? D (w) > 0.
Letzteres folgt daraus, dal D(w) im ganzen Inter-
vall nach Gl. (8 a) negativ ist (denn jeder Sum-
mand einzeln ist negativ). Nach Gl. (10) existiert
daher eine (positiv reelle) Zustandsdichte.

Fir die Anwendungen ist Gl. (10) noch etwas
genauer zu betrachten:

Fiir v = w;! wird Zpt(w;!) =0. [Der Pol von D(w)
wird durch die Nullstelle von [&(®w)]%? kompen-
siert, unmittelbar oberhalb w;' verhdlt sich
—[e(w)1%2 D (w) wie V(wf)2—w2] Bei o =w iy
liegt jedoch eine Polstelle [sowohl &(w) wie D (w)
besitzen einen Pol], die nicht normierbar ist. Tat-
sichlich darf Zp'(w) jedoch auch gar nicht bis
w=o!; fortgesetzt werden, weil die Polariton-
zweige iiberhaupt nur bis ky < 107 cm™ physika-
lisch realistisch sind. Die Fortsetzung bis w = ¥4
wiirde aber bedeuten, daf} die Polaritonzweige sich
bis k= oo erstrecken. Die Funktion Zp!(w) ist also
jeweils etwas unterhalb der Pole bei @ = w;, 1(kn)
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abzuschneiden, d. h. Gl. (10) gilt nur in den Inter-
vallen
0Sw= wy (ky) -< o,
0! £ 0 £ wy(kn) <oy,
(12)
wnl §. w é wn+1(km) <oo.

Der Zweig n+ 1 ist dabei der Lichtzweig. Durch das
Abschneiden der Pole wird die Zustandsdichte jetzt
auch normierbar. In den Zwischenbereichen sind
keine Polaritonen-Zustinde vorhanden, d. h. hier ist
Zpt(w) =0. Die Zustinde fiir k> ky sind Phono-
nen-Zustiande, die nach der gewchnlichen Gitter-
schwingungstheorie zu berechnen sind. Durch diese
Zustinde werden die Frequenzliicken in der Polari-
tonentheorie zum Teil ausgefiillt. Da die Erfassung
dieser Zustinde jedoch iiber die eigentliche Polari-
tonentheorie hinausfiihrt, sollen sie hier nicht weiter
betrachtet werden.

Es sei noch bemerkt, daB fiir < w,* (unterster
Zweig j=1) die Zustandsdichte Debyesches Verhal-

ten zeigt:

Zpt(w) ~ w?. (13 a)
Dies entspricht dem linearen Anstieg
w=ck/Ve (13b)

des untersten Zweiges.

Die Zustandsdichte der transversalen Polaritonen
eines fiktiven kubischen Kristalls zeigt Abbildung la.
Die Gesamt-Zustandsdichte der Polaritonen (longi-
tudinale + transversale) ergibt sich nach

Zp(w) =2 Zp*(w) +Zp' (w) (14)
mit Zpt(w) nach Gl. (10) und Zp!(w) nach Gl. (7),
wobei der Faktor 2 die zweifache Entartung der
transversalen Schwingungen beriicksichtigt.

III. Zustandsdichte der Polaritonen in ein-
achsigen Kristallen

In einachsigen Kristallen hat man ordentliche
und auflerordentliche Polaritonen zu unterscheiden
(wegen der Einzelheiten siehe z. B. die zusammen-
fassende Darstellung in 274).

Die ordentlichen Polaritonen sind streng trans-
versal und zeigen nur Betragsdispersion. Ihr Dis-
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persionsverlauf entspricht dem Dispersionsverlauf
der transversalen Polaritonen in kubischen Kristal-
len:

n=c2klw*=¢c (), (15)

wobei ¢|(w) wieder durch die Kurosawa-Beziehung
gegeben ist:

[(0l)?—w?]

el (w) =¢T ]

ny
I
= . (15a)
2

[(0%)2—w?]

7

Dabei werden alle Groflen, die sich auf Richtungen
senkrecht zur optischen Achse beziehen, durch den
Index L, alle GroBen, die sich auf die Richtung
parallel zur optischen Achse beziehen, mit dem In-
dex | gekennzeichnet.

Die auBlerordentlichen Polaritonen sind fiir all-
gemeine Richtungen gemischt transversal-longitudi-
nal und zeigen sowohl Betrags- als auch Richtungs-
dispersion. Ihr Dispersionsverlauf wird gegeben
durch:

2k el (w) e (w)

2= —— = = 16
T e el (w) 5% + &1 (w) st (16)

mit 8§ = %, €| (w) nach (15a) und

"

[ (w}z)?— 2]

el (w) =€

IT
ko (15b)
I

[(ofz)?—w?]
k=1
Da die Dispersionsgleichung fiir die ordentlichen
Polaritonen die gleiche Form hat wie die Disper-
sionsgleichung der transversalen Polaritonen in ku-

bischen Kristallen, ergibt sich ihre Zustandsdichte
nach Gl. (10) :

bl g PO
272 ¢3

‘[eL (@) P2 [1-w?Di(w)], (17)

wobei r=2n) +n|+2 die Gesamtzahl der Polari-
tonenzweige im einachsigen Kristall ist. Wegen der
weiteren Folgerungen kann ebenfalls auf die Dis-
kussion bei den transversalen Polaritonen in kubi-
schen Kristallen verwiesen werden.

Zp' (w) =

Wir wenden uns nun der Zustandsdichte der auBerordentlichen Polaritonen zu. Aus Gl. (16) folgt zu-

nachst:

1 V]eren| |(1-w?Di)erst + (1—w?D]) ey s

| Vi o | c

Vel sS+ef sf V]er st +eist|

(18 a)
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VSJ_GII - szn)sllslH(l @?Dy)#) | sf

Vel s& +ef st VieLss +ens|
D L und D) sind dabe1 wieder durch Gl. (8 a) definiert, wobei auf der rechten Seite ®;! und w;* durch
o' j, % ; bzw. w”,, f; zu ersetzen sind.

Die Berechtigung, im Zahler die Betrdge der Ausdriicke (1 —w?Dj)e; und (1—w2D])e) einzeln zu
bilden, folgt daraus, daf} €] (w) und [1—w?D) (w)] und ¢&)(w) und [1—w2Dj(w)] fir alle w das
gleiche Vorzeichen besitzen. Fiir diejenigen Frequenzintervalle, in denen &) (w) und & (w) positiv sind,
namlich

(18Db)

1 t 1 t
W) <O ji1 bzw. o <o <ojriq,

folgt dies in derselben Weise wie fiir kubische Kristalle.

Fiir diejenigen Frequenzintervalle, in denen ¢] (w) bzw &) (w) negativ ist, ndmlich

t 1
W) <OW,yj

und  fp <o <o,

folgt dies aus dem im Anhang I gegebenen elementaren, aber lingeren Beweis.

Bei der Berechnung der Zustandsdichte fiir die auflerordentlichen Polaritonen nach Gl. (18) sind insge-

samt vier Bereiche zu unterscheiden:

a) el (w)>0 und ¢g(w)>0,
d. h. wlu <w<wt_L,j+1, w}[k <0)<wﬁ,k+1,
b) e1(w)<0 und ¢g(w)>0,
d. h. 'wt¢,~<w<wl¢j s ‘whk <w<w[t!,k+1 s
c) &l(w)>0 und ¢(w)<0,
dh oj<o<ot jiy, ‘wltlk <w<w‘|,,, ’
d) ¢e1(w)<0 und ¢(w)<0,
d. h. w&,-<a)<a)l_|_,-, wﬁk <w<w},k.

In den Intervallen d) existieren fiir reelle Vektorren Kk keine reellen Werte von w, da nach Gl. (16)

n? = c? k?/w? negativ wird. Also ist in diesen Intervallen Z$’

die Intervalle a), b) und c).
a) ¢ (w) >0 und ¢ (w) >0

%a (w) =0. Wir behandeln nun der Reihe nach

In diesem Fall sind die Oberflichen konstanter Frequenzen im K-Raum nach Gl. (16) Rotationsellip-
soide mit der optischen Achse als Rotationsachse. Die Berechnung der Zustandsintegrale (zur Ausfiihrung

siehe Anhang II) fithrt auf

nl+ny+1 |4 :
r (27)2 3

Z¥ () =

Die Gl. (19) enthalt wieder wie Gl. (10) Pole an
den Stellen ' ; und wﬁk, die nicht normierbar sind.
Dies héangt wieder wie bei den kubischen Kristallen
damit zusammen, daf die Polaritonenzweige nur
bis ky <107 cm™! physikalisch realistisch sind. Man
muf} also die Frequenzen wieder in der Umgebung
der transversalen Frequenzen w"; und o ab-
schneiden. Hinzu kommt hier noch folgende Proble-
matik: Wahlt man wieder eine Abschneidekugel mit
dem Radius &, und betrachtet nur die Zustinde in-
nerhalb dieser Kugel als realistisch, so existieren
natiirlich auch solche Ellipsoide, bei denen eine

- - g (w) Vel (w) 03 [2(1——(02D]|( )) +1—w2D) (w)].

(19)

Hauptachse kleiner, die andere groBer als k, ist.
Fir solche Ellipsoide diirften dann streng genom-
men nur solche Zustdnde zur Zustandsdichte mitge-
zdhlt werden, die auf dem im Innern der Kugel ge-
legenen Oberflichenteil des Ellipsoids liegen, d.h.
es diirfte nicht mehr wie in Gl. (19) iiber die ge-
samte Oberfliche des Ellipsoids integriert werden.
Da aber solche Ellipsoide nur zu Frequenzen ge-
horen, die in der unmittelbaren Umgebung der Ab-
schneidefrequenz liegen, machen sich die Fehler
auch nur in der Umgebung bemerkbar, in der die
Zustandsdichte sowieso wenig realistisch ist.
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b) &) (w) <0 und &1 (w) >0

Nach Gl. (16) sind die Flichen konstanter Fre-
quenz Rotationshyperboloide um die optische Achse.
Bei derartigen nicht geschlossenen Fliachen muf}

man einen Grenzwellenvektor %, der GroBenord-
nung 107 cm™?! einfithren. Gl. (16) fiihrt bez. der

79, () = ni+nj+1 vV

r (27)2
a cotdy,
—(V'E%Twm—l -
c) &|(w)>0 und £ (w) <0

1)) +(1-w?Dy})
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Fliache konstanter Frequenz w auf den Grenzwinkel
Oy = arccos(V;— V’Ml) (20)
len|+eL
zur optischen Achse. Sei a?=|¢||/¢1; die Berech-
nung der Zustandsdichte ist wieder in Anhang II
durchgefiihrt. Es ergibt sich:

— w2 s 3
4 2]81%]1/&“;—3{]1—(1)20‘“%(( ad cot® 9, _1)

(a2 cot2 P, —1)32
1 ( adcotd 9
3 \(a?cot2P, —1)32

) e

Fir die Flachen konstanter Frequenz in diesem Frequenzbereich fithrt Gl. (16) auf Rotationshyper-
boloide mit der optischen Achse als Rotationsachse. Ebenfalls Gl. (16) liefert uns den Grenzwinkel

let | w2/ k2 +1

¥ = arc sin (Va l/

) (22)

leL]+en

zur optischen Achse. Sei a®=¢j/ ]8 1|; als Ergebnis der in Anhang II durchgefiihrten Berechnung der

Zustandsdichte erhalten wir:

- _ni+ni+1 Vv 1 @f { e (717 a3 cot3 ¥ _acot P )
Z8s (@) = 4 (2m)2 2e1VleL| c3 =) 3 (1—a?cot?2¥y)%2 ° Y1 —a?cot2dy
1 adcot3 ¥

— w2 . m
e[ LoD 3 (l—azcot20m)3/2}' (23)
wincm! — Abbildung 1b zeigt die Zustandsdichte der auBer-

g g

o 1 LIO I 8‘0 I “|_,0 I ordentlichen Polaritonen in Tellur, Abb. 2 die der

log Z(w) —

E(L)

log Zlw) —>

aullerordentlichen Polaritonen in a-Quarz.
Die Gesamtzustandsdichte der Polaritonen (or-
dentliche + auBlerordentliche) ergibt sich nach

Zp(0) =Zp° (@) + Zu(w) ,

worin Zp®(w) nach Gl (17) und Z%% (®) je nach
dem Wert von w nach Gl. (19) (a=a), nach Gl
(21) (a=Db) oder nach Gl. (23) (a=c) gegeben
ist. Fiir Frequenzen mit a =d ist Z§%, (w) =0.

Anhang I
Beweis, daf im Intervall
Ol <O <Ol (A,1,1)
die Ungleichung
1—-w?2D,(w) <0 (A,L2)
gilt:
Abb. 1a. Zustandsdichte der ordentlichen Polaritonen in

Te, zugleich Zustandsdichte in einem fiktiven kubischen Kri-
stall (Abscheideradius ky=107 cm~—1?),

Abb. 1b. Zustandsdichte der auBerordentlichen Polaritonen
in Te (Abschneideradius kpm =107 cm—1?).
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a E Abb. 2. Zustandsdichte der auBerordent-
W incm lichen Polaritonen in a-Quarz (Abschneide-
0 T 2!50 T 1 75'30 10[40 1300 radius kp=10"cm—1).
E(L) A(T) ElL)
JE(L) E(L) AT A(T) EL) E(L)
EMy Em AEL)  E(M) Eik)
A J&(T;)) £A(U and Lem E(M ET) JALL)
A =
3
N
or—=-8 ]
2
—-12 u u U ‘_// J ;]
-16 .
-20 | | | | | l l |

Es geniigt, den Beweis fiir die zu Gl. (A,1,2) dqui-
valente Ungleichung

@?D,(w)>1 (A, 1, 2a)
zu fithren.
Wir setzen
Na 2 2
2 _ o _ w
f@)=@*Dy(@) = 2 ( (@)  (wh)i- 7
e 1 1
= AL3
P ( ah (@) 4G o)) 19
mit den Abkiirzungen
ddlf (CO) = (w;,-/w)2 -1 s (Aa Iv 38)
dij (@) = (wki/w)? - (A,1,3b)

Wegen der Anordnungsrelation (6) und wegen
(A,I,1) gilt offensichtlich die Ungleichung (den
Index a lassen wir voriibergehend fort)
=1L Pl s il E
<0<dn <dpti <...<dn'<d,
die sich aufspalten ldft in

1 1 1 1
E< << gr<gi<-l

(A, L 4)

» (A,1,5a)

und
1 1 1 1
TRl S I T

Durch Umordnen der Summe (A, I, 3) folgt nun so-
fort

0< (A, 1, 5b)

L 1 1
) = -
=5 (Gt~ a50o1)
1 mi1 1 ) "—1(1 1 )
LN +3 (51
dt  Si\d} djys 7=Zm dif  disy
'f-L >14+0+0+0=1

also f(@)=w?D,(w) >1, (A,1,6)

was zu zeigen war.

Anhang II

Berechnung der Integrale [dS,/|Viw| fiir die
Frequenzbereiche

a) o' j<o<ol i und o <o <Ofpii,

b) wlu' <w <‘wEL,7'+1 und ‘w]fk <w <tw}|k ’

¢) olj<w<ol; und ol <o<O[ri1:
a) Im Frequenzbereich a) ist sowohl ¢ (w) >0 als
auch ¢)(w) >0. Fiir diese Frequenzen liefert die

Dispersionsrelation (16) der auBlerordentlichen Po-
laritonen die Ellipsengleichung

(ks1)® (k)2

g w?fc? T gl w?/c?

=1 (A, 11, 1)
mit s| =sin® und s =cos®, worin ¥ den Winkel
zwischen Wellenvektor und optischer Achse bezeich-
net. Die Oberfliche konstanter Frequenz w ist ein
Rotationsellipsoid um die optische Achse. Bezeich-
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nen wir mit dS,, ein Oberflichenelement dieser Ober- Darin bedeutet  die Ableitung nach 9. Wir erhalten
fliche, dann erhalten wir dS, nach der folgenden V*—*—
Beziehung zur Berechnung der Oberfliche von Rota- dS,= -2 s 811 &l Mjl
tionskérpern: (e1 51 +ens)

, (A, 11, 3)
dS,=2aksy V[(ksn)'12 +[(ks1)']2dd. &
(A, IL, 2)
Mit Gl. (18b) fiihrt die Berechnung des Zustandsintegrals auf
3 (eLen)®® { 2 dsi)
Waw] = s (1—w2Dy)eL 1 [eL+ (cl—21) 715
0 t4
1—w?D)e —(1—w2Dy)e f il } A, 1L 4
+[( e —( 1) eLl ; [eL+ (u—e1) s]1° ( )
Wir berechnen die bestimmten Integrale durch Substitution. Die erste Substitute s =tgh ¢ fiihrt auf
0
ds) _ cosh3 @ dg
[eL+ (c—eL) 57152 (¢1 + £| sinh? @) 572 (A, 11, 5a)
7d o h? heod
s dsil sinh? @ cosh ¢ dg
und [eL+ (e —e1) sf1°2 ~ ) (eL+ensinh® )3 ° (4,11, 5p)
Die Substitution sinh @ =z liefert fiir beide Integrale
0
cosh? ¢ do _ (142?) d=
(8.1_ +g sinh2 (P) 512 (SJ_ + e 3:2) 5/2 (As II, 6‘8.)
Fosi h? hod 1 22 dz
sinh®>p coshpdp
und (eL +ensinh? )52 | (el +enz)oR (A, II, 6b)
Definieren wir a® = ¢)/¢|, so ergibt die dritte Substitution az =tg ¢
0 0
dz 1 5 2 1
f (eL+e12?)%2  Veyel /f o PP =~ S Ve (4,11, 72)
oo z/2
2?2 dz >
1 1 1
= inh2 - ==
und L+ean®) B el f sinh® @ cos @ dp = 3 el (A, II, 7b)
=) /2
Daraus erhalten wir schliefllich
0
dsi| 12 el +éL
e A,IL 8
[eL + (en—eL) sf]%2 3 & ( Y
bzw. 24l L (A, 11, 8b)

[el+ (ei—eL)s]I® 3 &f%eL
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Fir das Zustandsintegral ergibt sich somit:

dS, _ 47 g} VSL w2 2 2
Tyl B [21-w?D)) +1-w®D)]. (A, 1L 9)
b) im Frequenzbereich b) ist €]<0 und &1 >0. Nach Gl. (16)
k k
_ (ksp)? L (ks)? (A,11,10)

len| w2~ el w?/c?

sind die Flachen konstanter Frequenz w Rotationshyperboloide um die optische Achse. Gleichung (A, I1,2)
liefert

B Vedsh+4sf
dS,= -2ax 2 len]eL e elsJ_)gdsn (A,I1,11)
Die bei der Berechnung der Zustandsdichte zu 16senden Integrale ergeben sich aus der folgenden Gleichung
[worin Vxw wieder nach Gl. (18b) einzusetzen ist] :

€08 Py
i, anles)?” s
o] = 4% @ @t l-etDiler | oo e
o8 9y ﬁd
S| ds|
+[(1—-w2DJ_)18III—]1—w2D“[eJ_]f [(18”””):%_“]5/2} (AL 12)

mit dem Grenzwinkel 9, nach Gleichung (20).
Mit der ersten Substitution s||=tgh¢@ erhalten wir

cos ¥y artghcos ¥y, "
ds|| f cosh® ¢ dp.
: = | AL 13
1[ [(en|+eL) sf —er]®? (len|sinh? @ —e1 )52 ( -
cos ¥ ? artghcos 9y, h2
s dsy _ sinh? @ cosh @ dg
und f [(enl+e1)sff —er]%? / (len| sinh® @ —e1)52 * (8,11, 13b)
Wir fiihren nun die Substitution sinh@ =2 ein und definieren a®> = | ¢ |/¢|. Dann erhalten wir unter Be-
achtung von sinh (artghy) =y/V1—y2.
artghcos ¥y . cos ¥y 3
___ cosh wdw 1 [ (+a9)de
(| &n| sinh? @ _e1)5R &2 ) (a222—1)32 (A, I1, 14a)

artgh cos 9y,

sinh?@ coshgp dp f 2% dz
und (I el I sinh2(p—€_]_)5/2 = 85/2 (a2 )5/2 . (A, II, 14}))
Setzen wir schlieBlich @ = coth ¢, so werden die Integrale endgiiltig gelost:
cot 9y 'u’coth (aeot 9pm)
S f . S f sinh3 ¢ d
| e = ey | e
1 1 ad cot3 Iy, acotdy, )]
o gt 1.5 S -1 VI, 1
& Vel [ ((¢12<30t20m—1)3/2 1) (Va 2cot?dy — 1 (4,11, 153)
und (A, II, 15b)
cot &, arcoth (@ cot #m)
1 22 dx 1 18 0 sinhor dop — 1 L( adeot?dy 1)
) (@t 1) T e fe ) OTTPIMTE T T Te 53\ (6 cot? 9 — 1)
0

oo
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Wir setzen diese Werte in (A, I, 12) ein und erhalten fiir das Zustandsintegral :

]snl]/el { [ ( a3 cot3 9, ) acot Y, ]
f ]ka| = ’1 w2D“[ (a,-cot2’t9 —1)32 ==l (Va2cot2'z9 -1 —1)

3 cot® Dy
+(1—w?Dy) - ((agcitg; 3T —1)}. A,11,16)

¢) Im Frequenzbereich c ist €>0 und ¢ <0. Nach Gl. (16)

(ks1)? (ksi)?
gl o?fd el | 0¥

(A, 11, 17)

erhalten wir fiir die Oberflichen konstanter Frequenz w Rotationshyperboloide um die optische Achse.

Nach Gl. (A, II, 2) folgt
2 m——ﬂ
dS,=—-2= i enler] VieLEsh +ef s dsj . (A, 11,18)

e (leL]sT —ansf)®
Die Integrale zur Berechnung der Zustandsdichte ergeben sich aus
0
o Leilen®® { f dsii
1-w?D
f ]ng] - ( a) ll)!EL! ) [ISLI—([SJ.I+€H)3ﬁ]5/2
€OS ¥y
0 21
1-w?D1|e) — (1-w?D f = } A,11,19
+[1-w®Dile - (1-w il)lfll]o eil= (Jer]+en) sTIe ( )

worin Vi durch Gl. (18b) und der Grenzwinkel @, durch Gl. (22) gegeben ist. Die erste Substitution
5| = tgho liefert uns

dsy| f cosh3 ¢ do
f Uer|— (leL|+en) sf1%2 §(|£L|—£||sin:h2<p)5/2 (A, 11, 20a)
cos ¥ artgh cos 9y
sf dsyy _ sinh? @ cosh ¢ dg
und ] [es= (eL]+en) 15" ([eL| =21 sinht ) 7% ° (A, 11, 20b)
cos Iy artghcos 9,

Wir definieren a® = ¢/| ¢) | und fiihren die Substitution sinh ¢ =z ein. Beachten wir wieder, daf3

sinh (artghy) = Vl s
so erhalten wir
0
cosh3 @ dop 1 (x2+1)dx
f (eL]—ensinb? @)% ~ [e 2 f (1—a* %) SRt
artghcos 9y cos 9y

(A, I, 21b)

und

sinh®>p coshpdp f
(|21| - i'sinh? ) 32 'ellm (1- a2x2)5/2 '

artgh cos 9y €089y
Mit Hilfe der dritten Substitution az=tgh@ konnen wir nun die Integrale endgiiltig berechnen:

0
1

lfl 2 (1— 12) 52 le) 2 Vel

€089y artgh (@ cos #m)
1 (L adcot® 9, _acotdy
leL2Ven \3 (1—a2cot?¥y)32 V1 —a2cot?dy,

f cosh3 @ do

(A, I, 22a)
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0 0
1 2?2 dz 1 .
und |8.L |5/2 f (1 -—a2x2)5/2 - lsll eﬁlz f51nh2q? coshtpd(p
cos Om artgh (a cos ¥m)
1 1 ad cot3 Iy,
= — [8.1-—[6‘ﬁ/—2‘_‘ 7§’ "(f_im) 3/'2 . (A, II, 22b)
Setzen wir die berechneten Werte fiir die Integrale in (A, II, 12) ein, so ergibt sich
ds,, e Vler| " (L ad cotd ¥, _acotdy
f | Vi | =aw s ¢ (1-o*Di) 3 (1—a%cot2y)32 * Y1 —a?cot2¥y
1 acot® ¥
—w? —— L
+|1-w?Dy| 5 (1—a2cot20m)3/2}' (A,11,23)

1 J. J. Hopfield, Phys. Rev. 112, 1555 [1958].

2 R. Loudon, Adv. Phys. 13, 423 [1964].

™ A. S. Barker, Jr. u. R. Loudon, Rev. Mod. Phys. 44, 18
[1972].

8 1.. Merten, Festkorperprobleme XII, Vieweg, Braunschweig
1972, S. 343.

8 R. Claus, Festkorperprobleme XII, Vieweg, Braunschweig
1972, S. 381.

4 R. Claus, L. Merten u. J. Brandmiiller, Light Scattering
by Phonon-Polaritons, Springer Tracts in Modern Physics,
Bd. 75, Springer-Verlag, Berlin 1975.

5 C. Kittel, Einfiihrung in die Festkorperphysik, R. Olden-
burg Verlag, Miinchen 1969.

6 J. M. Ziman, Principles of the Theory of Solids, Cam-
bridge University Press 1965.

7 T. Kurosawa, J. Phys. Soc. Japan 16, 1298 [1961].



